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A nanoeszkézék miikddése  szempontjabol, pl.  hdfejlédes  és  hiités,
megkérddjelezhetetlen  fontossiga van a  vékony  filmekbeli  termikus
energiatranszport megertésének. Kisérleti megfigyelések és elméleti megfontolasok
igazoljdk, hogy vékony rétegekben a termikus energiaterjedés kilonbozik a
Fourier-torvény altal leirttél. Mivel a termikus energiahordozék &tlagos szabad
Uthossza Osszemérheté a minta méretével — szélességével -, igy mind a vezetési
tartomany geometriai méretének csokkenése mind a falhatasoknak kifejezett
hozzajaruldsuk van a transzportfolyamathoz. Statisztikus fizikai vizsgalatok
megerdsitik, hogy Tzou eredeti 6tletén alapulé Anderson és Tamma altal javasolt
kettos faziskésésti egyenlet a tartomdanybeli termikus transzport leirasdra
perspektivikus lehet a Fourier-egyenlet helyett. Chen, késébb Anderson és Tamma,
falhatasokra vonatkozd vizsgalatai (fononok szérdddsa és visszaverddése)
javasoljak a tehetetlenség és a termikus ellenéllas bevételét. a hatarfelileti
egyenletekbe. A fluktuacio-disszipacié elmélet segitségével (a spektrum és a
korrelacios fiiggvény kiszamolasaval) a jelterjedés modjai kifejtheték a leiro
egyenletekbdl. Ily modon felismerhetd, hogy a méret- €s falhatdsok miként
valtoztatjdk meg a dinamikét. Ez azt jelenti, hogy a terjedés lehet difflziv vagy
ballisztikus attol fiiggéen, hogy milyenek a tartomany és a hatarolo feliiletet
megad6 paraméter sereg. A difflziv és ballisztikus viselkedés kdzott pedig
beazonosithatd a dinamikavaltas.
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1 Bevezetés

Mind a kisérleti megfigyelések [1-3], mind az numerikus szdmolasi eredmények [4-
6] egyarant az sugalljak, hogy a nanoskalaju transportok leirdsahoz j matematikai
modell sziikséges. A mintaméret csokkenésével a difflziv transzporton tal
megjelenik a ballisztikus terjedés. fgy teljesen nyilvanvalénak tiinik a helyes
modellben, hogy a méret és a hatarol6 felliletek hatasat egyarant figyelembe kell
venni [7-12]. Jelen munkaban a termikus tehetetlenségi hatasokat a Tzou [13-15]
majd késébb Andreson ¢s Tamma altal javasolt kettds faziskésésli egyenlettel
fogalmazzuk meg [16]. Ezek vezet6 egyenlete a fononok statisztikajat figyelembe
vevé Boltzmann-féle transzportegyenleten nyugszik. Ezt a modellkeretetet
elfogadjuk és a relevans fizikai fizikai egyenletekhez a méret és hatarfeltételeket
figyelembe vessziik. A terjedési médusok hullamszam-frekvencia spektrumainak
meghatarozasdhoz alkalmazzuk a fluktuaci6-disszipacié elméletet, majd a
spektrumok ismeretében a korrelacios fiiggvényeket kiszdmoljuk. Ezekbdl a
terjedési mechanizmusokra kovetkeztetni tudunk.

2 A matematikai modell

2.1 Dinamikai egyenletek, mérethatasok és hatarfeltételek

A nanorétegekbeli termikus energiaterjedés tanulmanyozasdhoz meg kell
fogalmazni a leir¢ fizikai egyenleteket. A belséenergia megmaradasat a

JdT 0q )
- - = 0
%ot ox
egyenlet fejezi ki, amelyben T a hémérséklet, g a h6fluxus x komponense, ¢ a
tomegsiirliség valamint c, a fajhd. Az A&ltalanositott konstitutiv egyenlet az
Anderson-Tamma modellbél [16] szarmaztathato
dq T  Kg @ (0T (2)
— =K |— —— (=],
1+ 7% [6x+TK6t<0x>]
amely magaban foglalja a tehetetlenségi effektusokat. Itt 7 a tehetetlenséggel
kapcsolatos relaxacios id6, K a kézeg hévezetési egylitthatoja. A K egyltthatd
pedig egy, a hdvezetés folyamatahoz k6t6éd6 tovabbi vezetési egyiitthatd. A Kisérleti
eredmények [17,18] mutatjak, valamint Alvarez and Jou [19] tanulményai — azaz,
hogy a fononok atlagos szabad Gthosszai miként befolyéasoljék a transzportot —
matematikailag igazoljak a K és a K vezetési egyutthatok vékony rétegekre
(filmekre) vonatkoz6 vastagsagfliggését:

K({kn}) = [V1+4an2Kn}z - 1] @)

K
2m2{Kn}?
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K
Kz({Kn}) = Wzn}z[\/ 1+ 4m2{Kn}? — 1]. “)

A kifejezésekben {Kn} a Knudsen-szdm, amely a fononok atlagos szabad
Uthosszanak és az L rétegvastagsagnak a hanyadosa:
L ()
Kn} =—
(Kn} =
A fenti, L —t6] fliggd, vezetési egyitthatok nagy mintavastagsag esetében, L — oo,
atmennek a mindeniranyban Kiterjedt test vezetési egyitthatéjaba. Meg kell
emlitsiik, hogy a vezetési egyiitthatok méretfiiggd volta ellenére a rétegvastagsag
mégsincs teljes kortien figyelembe véve, mert a falhatadsok explicit mddon nem
jelennek meg. A fononok hatarfeliileten torténé visszaver6désére és szorasara
[4,20] vonatkozé elemzések az alabbi egyenletre vezetnek

oT
TbE+T=Th—qR, ©)

ahol a t,, egyiitthato a falon torténdé hémérsékletrelaxacio jelenségéhez tartozik. igy
a mérhetd fluktuald T falhdmérsékletet egy rétegekbdl szdrmazd visszahatas
madositja. A —qR tag a fellleti termikus ellenéllast irja le, ahol R a hatasra jellemz6
paraméter. A kontakt termikus ellenallas létrejotte kisérletileg igazolt jelenség [21].

2.2 Valtozotranszformaciok

A terjedési modusok vizsgalatdnak egy lehetséges vizsgalati technikdja az
idokorrelacios fiiggvényeken keresztiil torténik. Ehhez elészor az S(k, w)
hullamszdm-frekvencia spektrumot kell kiszdmolni, majd ezt kovetden ennek
inverz Fourier-transzformaciéja adja a C(k,t) id6korrelacios fliggvényt. A
matematikai eljarasban célszer(i dimenzidtlan véltozokat, valtozdtranszforméacioval
bevezetni [22-24]. A T, referencia hdmérséklet bevezetésével a T hémérésklet
helyett az

T
ot )
a q hdaram helyett az
r \V ®)
valamint a T, fluktual6 falhdmérséklet helyett az
T
a; = T_Z ©)

Mennyiségeket bevezetni. A fizikai egyenletek Ujrafogalmazhatéak ezekkel a
valtozdkkal, azaz ez (1) egyenletbeli energiamérleg
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1/2 10
da, N <K({Kn})) da, 0 (10)

ot 0c,T ax

a (2) egyenletbeli konstitutiv egyenlet
L (K({Kn})>1/2 [aa1 Ke({Kn}) 0 (6a1)] 11)

at 0C,T ox ¢ K{Kn}) oc\ox
valamint a (6) egyeneletbeli hatarfeluleti hatas
da TZK ({(Kn}oc,\ " 12)
TbTO 6—; + Toal = T0a3 - (%) Raz

alakot olti.

2.3 Spektrumok, korrelécios fuggvények

A fluktuacié-disszipacid elmélet alkalmazasahoz a (10) és (11) egyenleteket
Forier-transzformaljuk

1/2 13
wa, + <M> ka, =0, =

06, T

K{KnpT\"? [ Ke(knp) ], . (14
_<7QCU ) [lkal_‘[iK({Kn}) wka1]+f,

ahol @, és @, jeldlik a Fourier-transzformalt mennyiségeket, mig f a fluxus
gaussi sztochasztikus fluktuaciojat jelenti. E két egyenletbdl a spektrum
K({Kn})k? (15)
S0 = ? Ke(TKn)) |\’
(—nkz - ‘rwz) + (1 + T¢k2> w?
0Cy Gy

kiszdmolhat6. A véges mintaméret a Knudsen-szamon keresztll megjelenik,
ennek ellenére a hatarfeltételek hatisai mégis hianyzanak.

az + lwraz =

A hatérfeltételek bevitelét agy érjik el, hogy fél-Fourier-transzformaljuk
(csak k hullamszémra) a (10) és (12) egyenleteket, majd ezt kdvetSen kell a
kapott egyenletet Laplace-transzformalni. Az egyenletek megoldaséaval a
hatérfeliletek &ltal kontrollalt hullamszém-frekvencia spektrumhoz jutunk:

2

w
Sp(k,w) = (1+a‘rb—gc1,RE) + (‘L’bw+

QC,,RO')Z
k
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K({Kn}k? (16)

(K({Kn}) K — mz)z t(1s Ky ({(Kn}) kz)"‘ 2
0¢y 0Cy

Az igy kapott spektrum a rendszer dinamikai kritikus jelenségeit is
tartalmazza. A (16) —ban a [...]-beli tényez6 ad egy extra hozzajarulast a
nagyobb w frekvenciakhoz. Ez nagyfrekvenciakra aranyos w?-tel, mig a
masodik tényezd w*-nel csékken, igy Osszességében nagyon nagy o
értékekre S,(k,w —» ) — 0, ahogy annak lennie is kell. Az S,(k, w)
spektrum az R = 0 and 7, = 0 feltételeknél atmegy a "hatérfellilet mentes"
esetbe vastag mintak esetében.

X

A C(k,t) idékorrelacios fiiggvényhez az S(k, w) spektrum inverz Fourier-

1 7 . 17)
Clt) = = fS(k,w)ewf dw.

A korrelacids fliggvények tanulmanyozasaval a kiilonb6z6 terjedési modusok
osztalyozhatok. Az elvégzett szamolasok és elemzések utan kijelenhetjik,
hogy az irodalom [4,19] javaslatanak megfelelen a leszarmaztatott formulak
figyelembe veszik mind a rendszer jellemz6 méretét mind a hatarfeltételeket
egyarant.

3 A termikus energiaterjedés modusai

3.1 Spektrumok szerinti osztalyozas

A numerikus szdmoléasokban a szilicium adataival (1. Tablazat) szdmolunk, mert a
legtobb kisérleti megfigyelést e témaban erre végezték el.

Mennyiség Név Kisérleti értékek
c fajhé 7107/ kg'K
p siirliség 2230 kg/m?
hovezetési egyiitthatd 149 W/m'K
Ke Heat cond. retardation 10 Wm'K
1 relaxacios idd 108s

hatarfellleti
Th o 5-10%s
relaxacios id6

Fononok atlagos

200-10°m
szabad Uthossza

L mintaszélesség 60-10°m
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R termikusrko,ntakt 10°.10° m2K/W
ellenllas
c Csillapitési tényezo 108 1/s

1. Tablazat A szdmolasban hasznalt paraméterek értékei

E rovid tanulmanyban bemutatjuk, hogy k=1000 1/m hullamszam esetében az
Anderson-Tamma modell spektruma egy termikus transzportbeli dinamikai
fazisatmenet mutat nanoskalaju szilicium mintaban. Az 1. abra a hatarfeltételek
nélkili diffuz terjedéshez tartozo spektrumot mutatja.

= 18"
r

1. Abra Az A-T modell hatarfeltételek nélkili spektruma k = 1000 1/m hullamszam mellett

A hatarfeltételeket “bekapcsolva”, a 2. abran jol lathatoan, széles tartomanyban
nagyfrekvencias modusok jelennek meg.

= 107"

2. Abra Az A-T modell hatdrfeltételeket figyelembe vevé spektruma k = 1000 1/m hulldmszam mellett
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Nyilvanvalo, hogy a nagyfrekvenciak megjelenése (az ezekhez tartozo idéskala
jellemzdéen ~10710) j transzport tulajdonsagot jelent.

3.2 Korrel&cios fuggvények szerinti osztalyozas — dinamikai
fazisatalakulas

Az 1. dbrén lathatd spektrumbol a korrelaciés fiiggvényt kiszamolva egy monoton
csokkend gorbe rajzolodik ki (3. dbra), amely a diffuz terjedést egyértelmiisiti.

T8
12

3. Abra Az A-T modell hatérfeltételek nélkiili korrelacios fiiggvénye k = 1000 1/m hullamszam mellett

Erdemes figyelni a jellemz6 idéskalara: ~0,01 s. Ezt kovetéen elvégezzik a 2.
abran lathat6 spektrummal a korrelacios fiiggvény kiszamolasat. A kapott eredmény
gorbéjének az el6z6t6l vald kiilonbozésége nyilvanvalo a 4. abran. A megjelent
oszcillacio ballisztikus terjedésre utal.

=18
1.5

@ w\/_\_’/—\&/_x_/_“‘\_

4. Abra Az A-T modell hatdrfeltételeket figyelembe vevd korreldciés fiiggvénye k = 1000 1/m
hullamszam mellett
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A jellemzd iddskala ~1071%, amely megerdsiti a pusztan vizualis kiildnbséget.
3.3 Kis Knudsen-szamok esete

A kis mintaméret, a hatarfliggd Anderson-Tamma modell biztositja a termikus
transzport ballisztikus jelleget. Ugyanakkor ndvekvd mintaméret esetén a
megoldasoknak at kell menniiik a kiterjedt testekre jellemz6 diffuz megoldasokba.
Mivel a Knudsen-szdmot a fononok atlagos szabad Uthosszanak és a minta
méretének hanyadosaval definialtuk, azért ez az allitds ekvivalens a Kn — 0
hataradtmenettel. Nagy mintdkra a spektrum a véarakozéssal ellentétesenen
viselkedik, ahogy az az 5. abran lathat6. A kiterjedt test felé névelve a mintat —
szemben elvarasainkkal —a masodik platék egyre emelkednek, egyre dominansabba
téve az oszcillacidkhoz tartozd nagyfrekvenciakat [23].

=W

5. Abra Spektrumok Kiilonbézé mintaméretek esetén: 100 nm [kék], 400 nm [fekete] és 800 nm [sarga]

Ez azt jelenti, hogy a konstans értékii kontakt termikus ellenallas feltételezése nem
lehet helyes.

A probléma lehetséges feloldasat egy méretfiiggd kontakt termikus ellenallas
hasznélatara R(L) Kocsis [23] javasolta. Ennek megfelelen a nagyobb mintaméret
esetben a spektrumbeli nagyfrekvencias hozzajarulas csokkenthetd az

L — Lo|) (18)

R(L) = Ry exp (— 7L
0

fliggvény bevezetésével, ahol R, a kontakt thermikus ellenallas egy(tthatoja, L, egy
referencia mintaméret és a egy skalaparaméter.
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5. Abra Spektrumok méretfiiggd R(L) kontakt termikus ellendllds és kiilonbozé mintaméretek esetén:
100 nm [kék], 400 nm [fekete] és 800 nm [sarga]

A 6. abran egyértelmiien lathatd, hogy a méretfiiggé kontakt termikus ellenéllas
miként médositja a spketrumot abba az iranyba, hogy nagyobb mintaméret esetén a
kierjedt testekre jellemzd (hatarfeltételek nélkiili) spektrumhoz tartson. gy a
korrelacios fiiggvény a 3. Abrahoz hasonlatossa valik, azaz a ballisztikus terjedés
egyre inkadbb a hattérbe szorul és a diffiv transzport lesz a dominans. Ez megfelel
a rendszeren beluli dinamikavaltasnak.

4 Osszefoglalas

Ramutattunk a spektrum és a korrelaciés fliggvény analizisével, hogy a méret, de
kilondsen a falhatas kovetkeztében a termikus energia terjedési mechanizmusaban
megjelenik egy dinamikai fazisatalakulas, azaz a diffuziv terjedési jelleg atcsap
ballisztikus (hullamszer(i) terjedési jellegbe.

A hoémérséklet minden transzport jellegli fizikai folyamatban igy vagy ugy
megjelenik, ezért nanoméretekben is kiemelten fontos a termikus energia terjedés
valamint hatdsanak vizsgélata.
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